
微積分基本定理

bee*

104.09.10 ∼ 104.09.13

歷史上的一大步，是累積了許多前人的一小步。

1. 前言

微積分基本定理整合了微積分的兩個運算：「微分」與「積分」，其主要的目的是「求面積」。求

怎樣的面積呢？求「函數」與「x軸」之間的面積。求面積一直是古早數學家很想處理的問題，但

是都找不到很簡單的方法可以做到，直到牛頓與萊布尼茲發現了「面積」與「高函數」之間的關係，

才有重大的突破。

2. 基本定理的敘述

微積分基本定理 ：設 f : [a, b] → R是一個連續函數，並設 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，

則：(1) F : (a, b) → R是一個可微函數，且
dF

dx
= f。

(2)
∫ b

a

f(x)dx = F (b)。

這個定理很有意思！定理說：對於任意的連續函數 f，計算面積的函數 y = F (x)和原函數 f 有一

個簡單的關係
dF

dx
= f，如果我們可以透過這一個關係找出 F (x)，那麼我們想要計算的面積就可以

用函數值 F (b)來表示。如圖 1所示：
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圖 1: 微積分基本定理的圖解

因為「只要」找到函數 F 就可以知道圖 1中灰色部分的面積，因此，我們稱 F 為面積函數。

面積函數寫成 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt是一個「不容易看懂」但「非常有趣」的寫法，我們很想知道為何

數學式子會寫成這個樣子，又其意義為何？

另外你可能想知道，為何微積分基本定理要分成 (1), (2)兩個部分，有其特別的意義嗎？

3. 面積的定義—黎曼積分

要瞭解「求面積」(積分)，首要清楚何為面積？

面積的概念來自於長方形的面積：長乘以寬。雖然長方形的面積之定義得來自於實數的建構，

但是在這裡我們暫時不理它，直接拿來用。然後採取古早古早數學家就知道的「分割法」來定義函

數 y = f(x)與 x軸之間的面積，而這也就是有名的「黎曼和」。

黎曼和 ：設函數 f : [a, b] → R，則由直線 x = a, x = b, x軸與曲線 y = f(x)所圍成的面積定

義為：

lim
∆xi→0

n∑
i=1

f(x∗
i )∆xi

其中我們將區間 [a, b]分割成 n個區間 [t0, t1], [t1, t2], · · · , [tn−1, tn]，t0 = a, tn = b，

而 x∗
i 是區間 [ti−1, ti]中的一個值，∆xi = ti − ti−1。

上面這一個定義實在很複雜，對於初學者來說很困難，不過沒有關係，讓我們畫個圖看看：

根據圖 2，作一些說明：

● 把區間分成 n個，我們稱之為「分割」(不一定是均等分割)。

● 在每一個區間內選取一個點 x∗
i，然後以 f(x∗

i ) 當作高，每個區間的長 ∆xi = ti − ti−1 當作

寬，而 f(x∗
i )∆xi 的值的意思就是一個長方形的面積。

● 我們把選取的長方形面積總和當作曲線 y = f(x)和 x軸在直線 x = a與 x = b之間所圍成的

面積。這樣的作法顯然有風險，但是我們期待：當分割的區間數越多時，則我們的選取方法會

越來越好，甚且在「極度細小的分割下」(取極限)可以達成「找到面積」的目標。
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圖 2: 黎曼和的圖解

● 要留意，f(x∗
i )的值不一定是一個正數，因此，f(x∗

i )∆xi 所表示出來的面積是一個「可正可

負」的「有向面積」。

● 雖然上面的定義，提供了一個計算面積的方法。但是，事實上，它只是一個定義，因為在這一

個定義下，可能不是所有函數之黎曼和的極限值都存在，所以我們並沒有辦法知道「面積是否

存在」？又這一個定義很難執行，在任意分割下求取面積的極限是極度困難的工作，因此，它

不會是一個「理想的方法」。

● 上面的分割可以採用「均等分割」嗎？如果可以，是不是黎曼和的定義會簡單一點呢？

看過上面的說明，可以知道黎曼和定義採用的是大家原本就知道用來求「非多邊形區域面積」

的傳統方法，並不會超出你的想像很遠，問題是：這件事難度很高！於是我們不禁想問：

● 那種函數的黎曼和是存在的呢？

● 求黎曼和有簡便的方法嗎？

● 把黎曼和的定義改成如下的樣子，好嗎？

黎曼和 ：設函數 f : [a, b] → R，則由直線 x = a, x = b, x軸與曲線 y = f(x)所圍成的面積定

義為：

lim
n→∞

n∑
i=1

[
f(x∗

i ) ·
b− a

n

]

其中 x∗
i 是區間 [a+

(i− 1)(b− a)

n
, a+

i(b− a)

n
]中的一個值。

結論是：只要 y = f(x)是一個連續函數，那麼，上面的問題都好解答。

● 連續函數的黎曼和必然存在。

● 連續函數可以利用微積分基本定理求到其黎曼和。
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● 作均等分割就可以定義黎曼和了。

把 lim
n→∞

n∑
i=1

[
f(x∗

i ) ·
b− a

n

]
這一個數學式子美化後，就得到

∫ b

a

f(x)dx，這真是一個美麗的數

學符號。其中 dx表示極小分割的長度 lim
n→∞

b− a

n
，f(x)dx就是長方形面積，

∫ b

a

指的是從 x = a

到 x = b之間的面積。

妙哉！

4. 待解決的問題

接下來我們剩下兩件事情該做：

1. 證明微積分基本定理是正確的。

2. 把你知道的各種連續函數拿來試試看！這就變成了「積分學」。

在高等微積分中，證明微積分基本定理必然是一件很重要的事情 (但這不是本文要做的事情)1，

而在初等微積分中，我們至少要把「基本函數的積分」做到透徹。事實上，積分這個動作是很困難，

有太多問題要討論，其中有很多問題事實上做不出來，因此，該學的積分技巧很多，而對於無法做

出來的積分問題，就會出現「數值分析的方法」。因為積分這件事很困難，所以這裡會有許多寶藏。

你能做的事情就是「盡情的練習」，一直到「極度熟練為止」。

5. 再看微積分基本定理

我們把微積分基本定理再看一次。

微積分基本定理 ：設 f : [a, b] → R是一個連續函數，並設 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，

則：(1) F : (a, b) → R是一個可微函數，且
dF

dx
= f。

(2)
∫ b

a

f(x)dx = F (b)。

● 定理的條件是在閉區間上的連續函數 f，這說明在連續函數下，我們可以做求面積的工作。

● 設 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，表示我們期待黎曼和是可定義的，其極限值是存在的，這樣就有計算

面積的意義。
1補上證明：http://www.beehome.idv.tw/paper/1111006.pdf

http://www.beehome.idv.tw/paper/1111006.pdf
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● 我們得到的結論 (1)是 F 是一個函數。呀！這真棒，這表示當 f 是一個連續函數時，F 的函

數值是存在的 (數學上稱為 well-defined)，也就說明黎曼和是存在的 (是可以求面積的)。

● F 不是一個單純的函數而已喔，它是可微的。事實上，當 f 連續時，我們觀察其面積變化是

「很溫和的」(數學上稱為可微)，仔細一看，這是很自然的事情。

● 將 F 微分後將得到 f，呀！這樣子我們就把「面積函數 F」和「原函數 f」拉上關係了。

● 如果你可以找到函數 F，那麼，根據 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，你就可以得到第二個結論∫ b

a

f(x)dx = F (b)。

不過翻開微積分課本，幾乎所有課本敘述的微積分定理皆分成如下兩個部分，和本文的敘述有

所不同，想想看！為何寫法不同？

微積分基本定理：

I：設 f : [a, b] → R是一個連續函數，並設 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，

則 F : (a, b) → R是一個可微函數，且
dF

dx
= f。

II：若 G : (a, b) → R是一個可微函數，且
dG

dx
= f，

則
∫ b

a

f(x)dx = G(b)−G(a)，並記為 G(x)|ba。

本文一開始就問過一個問題：F (x) =

∫ x

a

f(t)dt為何寫成這個樣子？這是一個積分式子，有上

限 x，下限 a，在微積分課本中稱之為「定積分」。不過，一般定積分的上下限是固定的，而這裡的

上限 x是變動的。於是，在 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt中，當你計算面積時，t在動，x不動，而當你求面

積後，我們又把 x當變數，讓它動，於是，定積分 F (x)就形成一個 x的函數，是一個面積函數。

雖然我們在 x軸上求面積，理當變數是 x，但是避免和後面的動作發生重複符號的情形，所以

請 t來幫忙。如圖 3所示：

因此在定理 I中告訴我們：F 是一個 well-defined的函數，而且 F 和 f 有一個很棒的
dF

dx
= f

的關係。但是找面積函數卻不一定要找 F。在定理 II中告訴我們：只要你找到一個函數 G，滿足

dG

dx
= f，那麼，你就可以用 G(b)−G(a)來當作定積分

∫ b

a

f(x)dx的值。

為什麼？
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圖 3: F (x) =

∫ x

a

f(t)dt的圖解

因為滿足
dG

dx
= f 這種關係的函數很多，不是恰有一個而已。事實上，這些函數都只差一個常

數，即 G = F + k。因此，以代數的計算觀點來看：

G(b)−G(a) = (F (b) + k)− (F (a) + k) = F (b)− F (a) = F (b)− F (0) =

∫ b

a

f(x)dx

而實際意思是：G(x) =

∫ x

c

f(t)dt，它是從某一個 c點出發所計算出來的面積函數，雖然不一

定和 a值相同，但是，利用面積差就可以得到我們想知道的定積分
∫ b

a

f(x)dx，如圖 4所示：

　

圖 4:
∫ b

a

f(t)dt = G(b)−G(a)的圖解

如果你想用本文的微積分基本定理，那麼你尋找的函數 F 必須滿足兩個條件：

1.
dF

dx
= f。

2. F (a) = 0。
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事實上這樣做也很好，我們把 F (a) = 0當作函數 F 的一個條件，也就是要找滿足這條件的

F，如此，
∫ b

a

f(t)dt就等於函數值 F (b)。

6. 結語

每一個定理的發展，都是累積很多數學家的想法而成的。

本文只是一個引子，想說明要理解一個定理需要花很長的時間，不停地思索，每次思索，就會

有更深刻的認識。希望本文的讀者，可以享受您的研究樂趣2。

2111年修訂。
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